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Opérateurs de composition

D={ze€C,; |z| <1} T={z€C,

z| =1}

& espace de fonctions holomorphes f: D — C
¢:. D — D analytique telle que fo¢ € & pour
toute f € &.
Opérateur de composition Cy: & — & de
symbole ¢

fr—fod

But : caractériser les propriétés de |'opérateur
C¢ en termes de propriétés de la fonction ¢.



Espaces classiques: espaces de Hardy HP
(1 < p < co; modification usuelle pour p = o) :

£ =sup — [ f(rety Pt < +
= — r o0
P r<1 2m JO

Valeurs au bord :
*(t) = lim,_1 f(re't) pour presque tout ¢
f*e LP(0,2m) et |[f*|lp = || fllp-

On notera souvent f au lieu de f*.



Principe de subordination de Littlewood:
Sigog:D—-D et f: D — C sont analytiques et
»(0) = 0, alors, pour 0 < p < oo et pour tout
r<1:

[T iststetipar< [ gt ar

conséquence: Tout opérateur de composi-
tion C¢: HP — HP est continu.
C’est une contraction si ¢(0) = 0.

Shapiro et Taylor (1973):
1) Cy: H? — H? est Hilbert-Schmidt ssi:

27 1 p
JA I jer(p ST

2) Il existe des Cyy: H? — H? qui sont compacts
mais pas Hilbert-Schmidt.

3) SiCy: HP — HP est compact pour un p < oo,
il est compact pour tous les p < oco.



Remarque. Pour p = oo, Cqb: H® — H®° est
compact ssi ||¢]|co < 1.

P. Lefevre: Cy: H* — H™ est faiblement com-
pact ssi ||¢]|lcc < 1.

Condition nécessaire et suffisante de compacité
pour Cy: H? — H?: les valeurs au bord ne suff-
isent pas; il faut tenir compte des valeurs de
¢ dans D.

Théoréme [Shapiro (1987)] C,: H? — H?
est compact ssi

Ny(w) =o(1 —|w|), |w|— 1.

ou Ny est la fonction de comptage de Nevan-
linna :
> logp w# ¢(0) et we ¢(D)

Ng(w) = { o()=w
O sinon.



Théoréme [McCluer (1985)] C,: H? — H?
est compact ssi mg est une mesure de Car-
leson “évanescente’’.

Mg est I'image par ¢* de la mesure de Lebesgue
(normalisée) m sur T.



Dans cet expoé:

Voir ce qui se passe “‘entre’” les
HP pour p < oo et H*,

On regardera le cas des espaces de Hardy-
Orlicz HVY.



Fonctions d’Orlicz

W [0, 00] — [0, 0]
croissante, convexe, et W(0) =0, V(o0) = oo.
De plus: W continue 0, strictement convexe

(donc strictement croissante), et
W (z)
> OQ.

W (x) = ax exclu.

Espaces d’Orlicz
Espace LY : fonctions mesurables f: T — C:

3A >0 /Tw(|f|/A) < +oo.

Ifllw =inf{A>0; [ w(fl/4) <1},

Pour W(x) = 2P, LY = [P et | lw =1 lp-
L1 exclu et LY C L (condition supplémentaire
sur V).



Espace de Morse-Transue M v
fonctions mesurables f: T — C t.q.:

VA >0 /T\V(If\/A) < +oo:

c'est aussi I'adhérence de L dans LY.

Condition A, (condition de modération)

W(2x) < CW(x), x > xQ

Exemples: zP, 1 <p < o00;
Plog(z+1) , 1 <p< oco.

Ve, =— LY=MpmV

Fonction conjuguée:

W (2) = sup (zy — W(y))
y=>0

vre A, =— LY=wV)*

U oet WreA, <« LY réflexif

Dans toute la suite: W* vérifie Aos.



Conditions de croissance

o WeAY: il existe 3>1:

. W(Bx)
e W)

~+ o0

Exemples:

W(x) = exp [Iog(a: + 2) loglog(xz + 2)] _ nloglog?2

W (z) = exp [( log(z + 1)3/2)] —1

o | W e Al| (usuellement A3): il existe 8> 1:

xW(x) < V(Bx), x grand
Implique:

W(x) > exp (a (log :1:)2> (a > 0), x grand
Exemple:

W (g) = e(l09(z+1))? _ 1




o | We A2 il existe 8> 1:

W(z)? < W(Bx), z grand

Implique: W(x) > exp(z®) (o> 1, = grand)
Exemple:

W(z) = Wo(x) =e? — 1

A2 =— Al = A0



Espaces de Hardy-Orlicz
fe HY si f: D — C analytique et

sup ||frllw < oo
<r<1

avec fr(t) = f(re').

Ona HY C H! et pour f: D — C analytique f €
HY ssi f a des valeurs au bord f* € LVY(0,27)
avec f*(n) =0 pour n < 0.

La norme est || flly = [[/*|l w-

HMY : les fonctions de HY dont les valeurs
au bord sont dans MV.

Pour tout z € D, I'évaluation
5, HY = C  fr— f(2)

est continue et

1
~ -1 .
ey =V (775




Opérateurs de composition

Continuité

Pour toute fonction analytique ¢: D — C, I'opé-
rateur Cy: HY — HY est continu: résulte du
Principe de subordination de Littlewood, et
de W o |f| sous-harmonique (W convexe crois-
sante).

Compaciteé

Critére. Cy: HY — HY est compact ssi Vf, €
HY t.q. (fu)n converge uniformément vers O
sur les compacts de D, on a ||Cy(fn)|lw — O.

Remarque. T: L?(pn) — L2(u) est Hilbert-
Schmidt ssi T est borné pour I'ordre.

Si X Banach et Y treillis de Banach, T': X — Y
est borné pour l'ordre s'il existe y € Y positif
tel que |Tx| <y pour tout =z € By.

Par le Théoreme de convergence dominée: si
Cy: HY — HY est borné pour l'ordre et si
Cy(HY) C HMV, alors C,, est compact.



Proposition 1 C,: HY — HY est borné pour
I'ordre et Cy,(HY) C HMV ssi

w—l(l%w) c MV (T,

cad:

XA<1 _1|¢*|) c LY(T), VA>0

xa(@) = VAV (@) |.

Remarque. Pour W(x) = aP, xa(x) = APx;
mais pour V(x) = e’ _ 1, on a

xalz) = (x + )4 — 1.



Théoreme 2 1) Si C,: HY — HY est borné
pour I'ordre et C,(HY) C HMVY, alors

1
xA(1/X)

VA > 0O, m(1—|¢|<>\)=0( ),A—)O.

2) Si W e Al la réciproque a lieu.
m . mesure de Lebesgue normalisée sur T.

Preuve liége a la notion d'espace “LY¥-faible”

LY et au fait que si W ¢ Al alors LYV =
LV

Une application:

Théoreme 3 Si W € AZ?, il existe des ¢: D —
D tels que C,: HY — HY soit compact, mais
p-sommant pour aucun p > 1.

Rappel: Sur un espace de Hilbert (comme
H?), p-sommant équivaut a Hilbert-Schmidt.



La condition AZ? sert dans la deuxiéme partie.
La condition du Théoreme 2 ne fait intervenir
que le module des valeurs aux bord; on peut
donc construire ¢ comme fonction extérieure.



Compacité faible

Critére. Soit X C MV. Alors, si W e AOQ, on
aT: X —Y (Y Banach) faiblement compact
ssi pour un (et alors pour tout) p (1 <p < 00),
on a:

Ve > O, E'Cg > O,
IT(HOI < Cellfllp +ellfllw, VfEX.

(voir I'exposé de Pascal Lefévre).

Théoreme 4 Sous I’hypothése W ¢ A°, alors
la faible compacité de Cy: HY — oY implique
que:

sup ||Cy(ua, =o0 , r— 1|.
e || (b( CLT)H\U <\Ul( 1 >>

ou, pour laj=1et0<r<1:

1—7 \?
war) = (1 =5,) <1




Theéeoreme 5 Supposons W € AQ, alors la con-
dition du Théoreme 4 implique celle du Théoreme
2.

Comme A2 = Al on obtient:

Théoreme 6 Si W € A2, et Cy: HY — HY,
on a équivalence entre:

1) C, est borné pour l'ordre et Cyx(HY) C
HMVY -

2) Cy est compact,

3) Cy est faiblement compact;

4) on a la condition de la Proposition 1,

5) on a la condition du Théoréme 2;

6) on a la condition du Théoréme 4.

Bien sir, pour Cy,: H? — H?, il n'y a pas équi-
valence entre 2) et 3); et d’'aprés le résultat
de Shapiro et Taylor, il n'y a pas équivalence
entre 1) et 2).



Dans le cas de W(x) = e’ _ 1, les conditions
sont plus lisibles: 4), 5) et 6) deviennent:

4') - |¢*|€L (T),Vp>1;

5)Vg>13C;>0: m(l—|¢* <) <CyAY;
6') Vg > 1 [[¢"][1 =0(n79);

et elles sont équivalentes a:

7) |¢"llw, = o (1/v1ogn).

Conditions 4) et 5) ne dépendent que du mo-
dule des valeurs de ¢ au bord,; cela permet
de construire des fonctions extérieures. On
obtient:

Théoreme 7 Si W € A2, il existe des ¢: D —
D tels que C¢: HP — HP soit compact pour
1 <p< oo, mais Cy: HY — HY non compact.



Idée de la preuve du Théoreme 5.

Lemme 8 Soit ¢: D — D analytique. Alors,
pour tout r t.q. O <r <1, il existe un a € T
tel que:

1—7r

m(|1—ar¢| <3(1-r)) > m(|¢| > 7).

Equivaut 3, avec A =1 —r:

m(|Cy(uar)| > 1/9) = (A/8)m(1 —|g] < A).

On contrdle donc m(1—|¢| < A) par ||Cy(ua,r)||w,
au coefficient A\/8 prés, grace a l'inégalité de
Markov :

1
m(|f] <t) < :
W (/| fllw)
Si la condition du Théoréme 4 est vérifiée on
obtient, en posant z = Ww—1(1/)):

V(z) |
W (Az) '

m(l —|p| <A) <8



et la condition A2 donne:
W@ _ 1 1
W(Az) — W(Bzx) xp(1/X)

Idée de la preuve du Lemme 8.
On découpe

{ze€D; |z| >1-A}

selon des secteurs d'ouverture \: le facteur
1—r dulLemme 8 vientdecequ'ilya N=1/\
secteurs.



Mesures de Carleson
Rappel:
Théoréme [McCluer (1985)] C,: H® — H?

est compact ssi Mg est une mesure de Car-
leson évanescente.

Mesure de Carleson: mesure p sur D (ou D)
telle que:

M(W(ﬁ,h)) <Kh V¢(eT,0<h<l.

ou W(&, h) est la fenétre de Carleson:

W(,h) ={2€D; |z| >1—het|arg(zf)| < h}|.

Mesure de Carleson évanescente:

u(W(f,h)) = o(h), uniformément pour £ € T.

On en déduit :



Théoreme 9 Si Cy: HY — HY est compact,
alors Cy: H 2 _y H? est aussi compact.

Rappel : L'inverse n'est pas vrai si W ¢ A2,



Principal résultat:

Théoreme 10 C,: HY — HY est compact ssi,
pour tout A >0, on a, quand h — 0O :

1
s (W) = o (Grigercm)

Pour W(x) = 2P : terme de droite = o(h).
conséqgquences.

Théoreme 11 Si W e A, Cy: HY — HY est
compact ssi il est faiblement compact.

Théoreme 12 I/ existe une fonction d’'Orlicz
W e Al et un opérateur de composition
Cy: HY — HY qui compact mais qui n’est pas
borné pour I'ordre et tel que C¢(HW) C HMV.



La condition W € Al au lieu de W € A? ne
suffit donc pas pour avoir les équivalences du
Théoréme 6.

Eléments de preuve. On prend

W(z) = exp (Iog(a: + 1))2) — 1.

Soit:
bo(x) =1
et:
5() = go(=) exp (— 12

Cp, Pas compact sur H?, mais:
C¢ compact sur HY (Théoréme 10: la fonc-

tion intérieure M(z) = exp ( — i*_‘j) répartit
les “mauvaises’” fenétres de Carleson tout au-
tour du disque, et la condition W € Al per-
met d'avoir la condition “petit 0o du Théoreme
10).

C¢ n'est pas borné pour |l'ordre sur HY avec




Cy(HY) C HMY, car sinon, comme |¢*| = |¢]
sur T, C¢O le serait aussi, par la Proposition 1.
Il serait donc compact sur H"’, donc sur H?

(Théoréme 9), ce qui n'est pas. ]



Indications pour la preuve du Théoréeme
10.

1) Mesure arbitraire. p mesure positive bornée
sur D (ou D). On pose:

pu(h) = sup u(W(E,h)

4
K,(h) = sup pult) |
O<t<h t

Théoreme 13
1) Si I'injection canonique j,,: HY — LV (u) est
compacte, alors, pour tout A > 0:
1
pulh) = o ):
: xa(1/h)
2) Si pour tout A >0, on a:

Hulh) =0 <XA1(/1};h)> '

alors j, est compacte.



Remarques. 1) C,: HY — HY est la méme
chose que jm,: HY — LY (my).

2) En général la premiére condition n'est pas
suffisante.

On utilise une version affinée du Théoréeéme de
Carleson :

Théoreme 14 (Théoréme de Carleson) Pour
toute f € Hl, et toute mesure positive u sur

D, ona, pourO< h<1lett>0:

p({z€D; [z >1—h et |f(2)] >t}
< C" Kpu(h) m({My > t})

My est la fonction maximale de f :

M;(e?) = sup{|/(2)|; z € Go}
Gop={zeD; |e? — 2] <3(1 - |2])}.



2) Cas analytique.
On montre que les expression pmy €t Km, sont
équivalentes:

Théoreme 15 I/ existe une constante C>0
telle que, pour toute ¢: D — D analytique, on
ait:

mg(W (€, eh)) < Cemy(W(E )
pour0<h<1-—|¢p(0)] et0O<e< 1.




Idée de la preuve. On peut supposer £ = 1.
Comme |¢(z)] < 1, on a %e(l/(l — qb(z)) > 0.
Pour h > 0 petit, on pose:

re = ()"

1 —o¢(2)
On veut controler

me(W(1,eh)) = m({|f*] > 1/ ¥e})

par e¢ fois

me(W(1,h)) = m({|f*] > 1}.

Mais :

larg ()| <g.

On peut donc contrdler |f| par |Re(f)]:

(87

3
m({I£*] > A} < (%) m({Nu > a})

pour A > 2a«.
Nu est la fonction maximale radiale de v =
Ref. On a donc:

m({|f*| > 1/¥e}) < C*em({Nu > 2}).




Mais on montre que:

m({Nu > 2}) < C**m({u* > 1})

(on utilise, entre-autres, que si f = u + v,
alors u? — v2 est harmonique positive, et que
fl < (2/V/3)u).

Alors:

m({|f*] > 1/ ¥}) < C%em({u* > 1});

cela termine |la preuve puisque:
{u* > 1} C{|f*] > 1}. U



